THALES

1 Graduation de la droite

E -

Avec l'axiome de la distance, construire une bijection d'une droite d vers R respectant l’'ordre des

points et des nombres. On peut établir plusieurs bijections sur une méme droite.

Définition 1 On appelle graduation d'une droite d toute bijectionde d sur R qui respecte 'ordre
des points et des nombres.

Remarques

1 Sila bijection est construite avec 'axiome de la distance, elle se nomme graduation associée a
la distance.
2 Avec g:d - R

AP x =g(A)
une graduation g est une application, donc un triplet g =(d, R, G) et (Ax) €G
avec g(A) = x.

3 Une graduation ne peut pas étre la méme pour deux droites différentes d; et d, car
(d‘[:RIGI) # (deRsz) .




Définition 2 Si g est une graduation de d avec g(O) =0, g(I) =1 et g(C) = x , alors
O s'appelle point origine de la graduation et I le pointunité,
le couple (O, I) est le repére de la graduation,

le nombre x estI'abscisse du point C dans la graduation g,
le nombre g(B) - g(A) = AB, s'appelle mesure algébrique du bipoint (A,B) dans la

graduation g.

Remarque

S'il n'y a pas de confusion sur la graduation, on écrit AB aulieude AB g-

Exercices
2 M miliewde {AB] oude (AB) © AM = MB < gM)= (A); BB (Inéoreme de lu
“demi-somme” pour le milieu).

3 Soit {CD,EF} C (AB) avec (C,D) repére de la graduation g. Qu'est-ce que g(C), g(D)? On
donne g(A)=3,1'abscisse de B est 8, F est le milieu de [AB], E celui de [C,D]. Calculer

AB, AC, DB, gE), g(F), AE, EF.

4 AB =0 < AB = BA <« A =B.

6 AB = - BA

6 AB = AC + CB pour des points alignés (Chasles) .

7 Si g est assiociée a la distance 3§, |ABs | = &A,B). Démontrer que l'on a
AXB <« 8(AB) = AB e B=A < 5AB)=- AB - BA .

Pour changer de graduation sur une méme droite d, on doit pouvoir déplacer I'origine de Ia
graduation et modifier la "longueur du pas” en variant la distance des points du repere. Les exercices
suivants illustrent ces transformations dont Ia formulation générale est proposée par un axiome.

Exercices
8 On donne une graduation g de d.Si {A, B, C} C d, pour MEd, on pose g, (M) =g(M) + 2 avec
g(A)=-2, g(B)=4 et g(C)=-1. Démontrer que g, est aussi une graduation de d. Dessiner (O,I),

le repére de g et (Oy ,1;) celui de g, . Calculer les abscisses de A, B et C dans la graduation
g - Aton ABg = ABg?



9

10

Si (O)]) est le repére de la graduation g associée a la droite d et g, (M) =3g(M), quelles seront

les nouvelles abscisses de O et 1 dans la graduation g, ? Dessiner le repére de g -
Si | AB gl = 8AB), a-tonaussi | AB g | =8(AB) ?

Le repére de la graduation g est (O,I) et on donne ¥ MeEd g M)=-2g(M)+4 avec
g(A)=3, g, (B)=7, g(C)=-4. Dessiner A,B,C, O, , I, . Calculer g, (A), g, (C). Démontrer
que g, est une bijection. Quelle est l'influence du coefﬁc:ent -2 sur les abscisses des points? Et
celle de 4? Comparer | AB g| et | AB g |.

Pour changer de graduation sur une méme droite d, on admet I'axiome suivant.

AXIOME DU CHANGEMENT DE GRADUATION

Si g, oug, estune graduation de d associée i la distance, alors il existe deux réels a et B tels que,
quelquesoit MEd, g,M) = a-g (M) + B.

Exercices
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Pour I'axiome du changement de graduation, démontrer que

az0et g =g <« (ap) =(L0)

Si g,(M) = 3g (M) +4 et g,(A) =0 et 8,B) =1 et gI(C) = 5, trouver les abscisses de A, B
et Cdans la graduation 8,- Dessiner le repere de 8, - Trouver gl(D) si &(D) =

Si g, est associée a la distance §, alors IA—BSZ | = 8(A,B).

Existe-t-il un point E tel que 8,(E) = g,(BE)?

Si g,(M) = a- gl(M) + B, existe-t-il un point E tel que g(E) = g,(E) ?

Si gz(M) = a-gl(M)+4,trouver a si A est le point unité de g et g,

Si (A,B) est le repere de g, et (B,A) celuide g, et si gl(C) = 3 et g,(D) = -4, trouver g,(D)
et g(C). Calculer a et B si &M) = a-g,M) +8

Si (M) =2,8,B) = -3, g)(A) = 4 et ;) = 9, trouver @ et B Calculer AB g et
AB &

Si (A,B) estle repere de & et et g (A) = 3, §®) =-2, §,(C) =5 et 8,(D) = 6, trouver &D),
8,(C) , calculer DC & et DC & " Calculer o et B si gM) = a- g M) + B, puis calculer a'
et B si g(M) = a'-g (M) +p.



18 Si g (A) =2, g,(B) = -3, 8,(A) =4 et g,(B) = 10, trouver a et B. Calculer AB & et
AB g?',d.essii'urr le repére de g, .

19 Le changement de graduation conserve le théoreme de I'abscisse du milieu d'un bipoint.

THEOREME 1 Si g, et g, sont deux graduationsde d et C=D, alors
Ay _ APy
CD 8 CD &
Le rapport des mesures algébriques est invariant relativement au changement de graduation
d'une droite.
Exercices

20 Si g(A) =2, g(B) =5, g(C)=3etg,(A) =4, g,(B) = -8, calculer g,(C).

21 Si g(A)=-2,g,(B) =6, et g,(A) = 4, g(B) = 10, et g, = 8,(C) , calculer g,(C). Si M
est le milieu de [A,B], calculer g (M) et 8,(M). Trouver D si (D) = 3g,(D).

AB

22 Pour une droite d, on donne TE;EI =3, gz(A) =5et gz(C) = 7. Calculer gz(B) .
&
2 Graduations et projections

Lorsque le soleil projette les points d'une régle transparente sur une feuille de papier, les ombres des
nombres correspondant aux points de la régle se retrouvent associées aux ombres des points de la
regle. En géométrie, on parle de projection parallele d'une droite sur une autre et I'axiome suivant
précise dans quelle condition a lieu cette application.




AXIOME Axiome de Thalés

Si, lors d'une projection paralléle d'une droite sur une autre, les repéres des graduations respectives
se correspondent, alors tout point et son image ont la méme abscisse.

Exercices
g, et g, sont les graduations respectives de d, et d,,et A', B, C, D', F' les images respectives de
A,B,C, D, E par une projection paralléle de d, sur d,.

23 Sig(A)=0,g(B) =1,g(©) =3, g(A) =1, g,(B) = 0, calculer g,(C’).
24 Si gl(A) =2 gi(B) =4, gl(C) =8, gz(A') =0, gz(B') = 1, calculer gz(C').

25 Si gl(A) = -5, gl(B) =2, gl(C) =4, gz(A') =3, gz(B') = -1, g(D) =7, calculer g,(C") et
&,(D) . Trouver x si gl(E) =x = g,(E) .

26 Formuler I'axiome de Thalés avec des symboles mathématiques. Pourquoi la projection utilisée

pour l'axiome de Thaleés est-elle bijective?

27 Que devient I'axiome de Thalés si I'on projette une droite sur elle-méme?

THEOREME 2 Théoreme de Thales
Si g, et g, sont les graduations respectives de d; et d, et A', B, C, D', les images

respectives de A, B, C, D par une projection parallele de d, sur d, , alors

AB g A'B’ %
=——— = =———— avec C#D et C'#D'. Le rapport des mesures algébriques est conservé
CD g, CD',

lors d'une projection paralléle.

Exercices

28 Que devient ce théoreme si A =B; si A=CouB=C?

29 Avec gl(A) = 3, gl(B) =5, gl(C) = 10, on donne (AB) N (AD) = {A}, C € (AB),
(C) = FE(AD), E milieu de [D,F] et pmn)(E) = GE (AB). Si (AD) est le repére de g, ,

P ®p)
calculer g,(F) et g,(G).




COROLLAIRE Le rapport des mesures algébriques est indépendant du choix des graduations

mais dépend du choix des points.
Remarques
AB A'B
1 Pour ce rapport, on peut omettre la mention des graduations et poser Foy = ?—w—D“
A'B' g CD'g,
2 Si A»Bet C=D, = —= = k estappelé rapportde projectionde d, surd,.
& &

Ce rapport est indépendant du choix des points mais pas des graduations choisies.

THEOREME 3 Réciproque du théoréme de Thales
Pour A =B et A'#B', si A’ et B' sont les images des points A et B par une projection
AC AT
paralléle p,ded surd,, CEd,, CEd, et == = === alors C =p(C).
AB A'B’
THEOREME 4 (du 32me c6té d'un triangle)
Dans un triangle ABC, si D € (AB) , D' € (AC) et (DD") || (BC) ,
| AD | | AD' | 3(A,D) (A, DY) 8(D,D’)
al = o ’ - r = ’ F £
ors g TR | 3(A,B) 5(A,C) (B,C) et réciproquement

Exercices
30 Le quadrilatére convexe ABCD estun trapéze si (AB)|| (CD).

Dans un trapéze ABCD ondonne O€(AC)N (DB), 8(0,A) =5, 8(0OC) = 3, 3OD) = 2,
8(A,B) = 6. Calculer 8(O,B) , 8(D,C) .
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Dans un triangle ABC, A', B', C’ sont les milieux respectifs de [B,C], [C,A] et [AB],
p(M.)(C') = De(BC), p(M.)(B') = EE(BC) et GE (BB)N(AA'). Comparer BD, DA', A'E

BD BD BA' BG

etE.EvaIuer: —_—, —, ——,
BC BE BE BB’

; reconnaitre un théoréme sur les médianes.

Ondonne A #B. Construire un point ME (AB) telque MA =3 MB.

a) avec Chasles et une graduation gde repére (A,B) ;

b) avec une droite auxiliaire (AB') sur laquelle on porte B' et C' tels que d(AB) = 2,
8B.,C) =1 et BE[AC].

Avec A = B, construire avec la régle et le compas un point C € (AB) tel que

8(A,C) = g&(A,B). Y a-t-il plusieurs choix pour C? Justifier la construction.

Ondonne A # B. Construire un point M€ (AB) tel quee MA =4 MB ; MA = -4 MB;

_ e e = e — MA
2MA -4 MB =0;3MA -8MB =0;3MA +9 MB =0,ﬁ=%.

Si aMA + p MB = 0, alors M se nomme barycentre des points A et B affectés des

coefficients respectifs a.et P.
Pour quel choix de o et B peut-on trouver un barycentre, est-il unique? Peut-on poser

A=B?

a2

Si AEIBC[, 8A,B) = a etdB,C) = b, construire un segment de longueur x = 5 Utiliser

E = %.Application: a=4etb=10.

Construire le segment qui est la moyenne arithmétique de deux segments donnés.

Si g, et g, sont les graduations respectives de d, et d,, et A', B, C les images respectives de
A, B, C par une projection parallele de d, sur d,, g(A) =2, g(B) = 7, g(C) = 13,
g,(A) = -3, g,(B) = -5, trouver g,(C) .

Quel est le rapport de projection k de d, sur d, ,k' de d, sur d,. Démontrer que k ne dépend

pas des points choisis, mais dépend du choix des graduations.
Avec g' (M) = a-g (M) + B, pour quel choixde aet B ce rapport est-il invariant?

Si ABCD est un trapéze avec (DC) || (AB), FE[D,C], AE = EB, 8AE) = 3 3(D,F),

(BC) || (FE) et GE (DB) N (FE), alors:
4) GE =-3GF, GB =3 DG et 3BC) = 45GF).

b) Si {H} = (AD)N (EF) e 3
1 = ,ona ._H_F_ =

S anb = {O}], {ABC}C a-{0}, {AB,.C} C b- (O}, (AB) | (BA") et
(B'C) || (BC)) alors (AC) || (CA).



40 Construire D si 12DA + 2 DB = 0 et A = B. On choisit alors &AD) = 2,
3AB) =14, C&(AB), 8(AC) =16, F = Pm(D) €(AC), CE[AE], 8CE) = 12 et

MD
MEeE (DE) N (BC). Calculer (F,C) et ﬁ En déduire que M est barycentre de D et E

3MD)  3A,C)
3ME)  3(A,B)

affectés des coefficients 7et 8. Démontrer que l'on a .S 8D,F) = 4,

calculer 8(B,C) et (M, C).



